Name:

Mathematik-Dossier

Algebra in der Menge Q

Inhalt:

e Das Produkt von Binomen

¢ Die Biomischen Formeln

e Erweitern, Kiirzen, Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren von
Bruchtermen

e Gleichungen in Q - mit der Losungsvariablen im Zahler und/oder Nenner

e Wurzelgleichungen

Verwendung:
Dieses Dossier dient der Repetition und Festigung innerhalb der obgenannten Themen. Es

beinhaltet einen kurzen Theorie-Teil, sSowie verschiedene Ubungen mit unterschiedlichen
Schwierigkeitsgraden.

/
einfache Aufgaben sind mit einem gekennzeichnet

schwierigere Aufgaben sind mit einem Q%& gekennzeichnet.
RSN

Die Aufgaben miissen in der Freizeit (oder in der Hausaufgabenstunde) gel6st werden. Sie kénnen
jederzeit zur Kontrolle abgegeben werden, die Lésungen kénnen aber auch selbstédndig verglichen
werden.

Wichtig: Die Aufgaben erfordern ein konzentriertes Vorgehen. Es ist daher sinnvoll,
mindestens wahrend 15 Minuten am Stiick daran zu arbeiten, mit Vorteil bearbeitest du ein
ganzes Kapitel aufs Mal.



1. Rechnen mit Binomen
Sicher erkennst du im Wort Binomen den Ausdruck ,Bi“, was soviel wie ,zwei" bedeutet. Ein Binom ist also ein Term, der
aus zwei Gliedern besteht. Daneben kommen in diesem Kapitel auch dreigliedrige Terme vor (sie heissen dann: Trinome,
weil Tri = Drei). Natirlich weisst du noch ganz gut, wie das Distributivgesetz funktioniert und bist damit geriistet, wieder in
die Algebra einzusteigen. Denn mit dem Ausmultiplizieren (also Distributivgesetz) ist das Multiplizieren zweier Binome
verwandt.

Vorbemerkung und Abmachung: Ab sofort schreiben wir negative Zahlen ohne die Klammern (dies als Vereinfachung).

1.

Alsogilt: (- a)=-a unda+(-b)=a+-b =a-b

Das Produkt von zwei Binomen
Wenn du dich ans Distributivgesetz zurlckerinnerst, weisst du noch, dass z.B.

Bo(5+4) = 8e5 + 84 = 40 + 32 = 72

Anstelle der Zahl 8 konnten wir durchaus auch 5+3 schreiben, und das Ergebnis musste noch immer 72 sein. Und
schon haben wir ein Produkt von zwei Binomen (zwei zweigliedrigen Termen): Ersetzen wir die 8 immer durch (5+3) so
ergibt sich folgende Rechnung:

VY N

(5+3)e(5+4)=(5+3)e5+(5+3)ed=5e5+3e5+5e4+3e4=25+15+20+12=72
| = »

A

Von vorne her gelesen gibt also (5 + w& = 5e5 + 504 + 35 + 3e4 (Jede Zahl von vorne mal jede von hinten)
Schreiben wir anstelle von Zahltermen allgemeine Algebra-Terme, so stellt sich uns die Aufgabe, die beiden Binome
(@ *b) und (c + d) miteinander zu multiplizieren. Dies funktioniert entsprechend gleich:

@ et o b b 4 Regel: Jedes Glied des ersten Binoms mit jedem Glied des
(a+b)e(c+d)=ac b + bd zweiten Binomes multiplizieren. Die Vorzeichen sind

W dabei mitzunehmen.

Da verschiedene Vorzeichen vorkommen ergeben sich vier mogliche Kombinationen:
(@+b)e(c+d) =ac+ad+bc+hd

(@a+b)e(c-d) =ac-ad+bc-bd (weil bei —d das Vorzeichen mitgenommen wird, also a e~d und b ®—d)
(@a-b)e(c-d) =ac-ad-bc+bd (Vorzeichen mitnehmen, also a e~d = -ad; -b ec= - bc und -b e~d = +bd)
(@a-b)e(c+d) =ac+ad-bc-bd (Vorzeichen mitnehmen, also -b ec= - bc und -b e d = -bd)

Allgemein: (a+h)(c+d)=ac+ad+bc+hd I
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2. Quadratische Trinome in ein Produkt von Binomen verwandeln

Interessant ist es, wenn man Trinome in ein Produkt von Binomen verwandelt (und umgekehrt). Kommt dabei eine
Variable (z.B. x) in beiden Binomen vor, gibt es einen ganz einfachen Tipp:

-> durch Ausklammern von x in den mittleren zwei Gliedern

T~

‘wwb) +ab

Summe (a+b)

(x+a)(x+b) = x2+bx+ax+ab=

Produktaeb

Es ist also zu erkennen, dass zuerst x2 vorkommt, dann x mal die Summe der beiden Zahlen und zum Schluss das
Produkt der beiden Zahlen. Dies machen wir uns zu Nutze, wenn wir aus einem Trinom ein Binom machen mochten.

Beispiel 1:
XZ@ = (x ) e (x ) > Die gesuchten Zahlen miissen alg Produkt + 5,| Cals Summe +6 haben.
-> Beginnen wir mit dem Produkt, konnen wir die Moglichkeiten auflisten: Es
Wie kann man als Produkt +5 erreichen? 4’ / § 3

+5 =+5e+1 Uberpriifen wir die entsprechende Summe: (+5)+(+1) =
= -50-1 (-5)+(-1)=-6
Also konnen wir schreiben X2+6x+ 5 =(x+5)e(x+1)  [oderwir vertauschen die Faktoren (x + 1) (x + 5)]
Beispiel 2:
a2a +24] =(a )a ) -> Die gesuchten Zahlen haben das|Produkt + 24{und die

-> Beginnen wir mit dem Produkt, konnen wir die Moglichkeiten auflisten:

Wie kann man als Produkt +24 erreichen?

+24 =+24e+1 Uberpriifen wir die entsprechende Summe: (+24)+(+1)=+25
= +12e+2 (+12)+(+2)=+14
=+ 6e+4 (+ 6)+(+4)=+10
=+ 3e+8 (+3)+(+ 8)=+11
=-24e -1 (-24)+(-1)=-25
=-12e -2 (-12)+(-2) =- 14
=-6e -4 Das stimmt Uberein & (- 6) + (-4) =-1
=-3e-8 / (-3)+(-8)=-1

Also kénnen wir schreiben: -10a+ 24 =(a -6)e(a-4)

Beispiel 3:

8x2-56x - 144 > Ein Problem stellt sich, da 8 keine Quadratzahl ist. Glicklicherweise konnen wir aber 8 aus allen
drei Gliedern ausklammern. So kénnen wir anschliessend mit dem gleichen Verfahren wie oben
weiterfahren.

B2 - 56x - 144 = 8~ )x )

—> Beginnen wir mit dem Produkt, kdnnen wir die Mdglichkeiten auflisten:

-14)=8 (x =>» Die gesuchten Zahlen haben|Produkt — 18

-18 -18e+1 Uberpriifen wir die entprechende Summe: (-
-9e +2 Das stimmt iberein &, ( -
-6e +3 (-6
+18e-1 (
+Qe -2 (

(

+0e -3

Also kénnen wir schreiben: 8x2—-56x—144 =8(x2—-7x-18) =8(x-9)(x+2)
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Beispiel 4 (Schwierig!):

9x2-18x-16 > Hier kann nicht ausgeklammert werden, doch lasst sich auch dieses Trinom in ein Produkt von
Binomen verwandeln. Man muss dabei aber die Entstehung von ,Summe und Produkt‘ genau
studieren.

Es wird eine Form (3x ) (3x ) entstehen, denn anders lassen sich die 9x2 nicht bilden. Um die Zahlen, nennen
wir sie einmal a und b aber bestimmen zu kénnen missen wir das Produkt der Binomen genauer betachten.

/ Hier lasst sich 3x ausklammern
(Bx+a)(x+b) = 9AE30x+ 3D+ ab n 9+ Wath) vab

Summe (a+h) Produktaeb

Wir sehen also, dass der hinterste Teil des Trinomes unverandert das Produkt der Zahlen a und b darstellt,
wahrend der Mittelteil das Produkt aus der Summe (a+b) und 3x betragt. Um in unserem Beispiel die beiden

Zahlen a und b zu bestimmen, missen wir die Zahl (-18) also durch 3 dividieren (weil die gesuchte
Summe ja mit 3 multipliziert wird).

9x2-18x-16 =(3x )(3x ) =>» Zahlen mit Produkt — 16 und Summe — 6 gesucht.

—> Beginnen wir mit dem Produkt, kdnnen wir die Mdglichkeiten auflisten:

16 =160 +1 Uberpriifen wir die Summe: (-16) + (+1)=-15
=- 8e+2 Das stimmt iberein > (- 8) + (+2)=- -6
= 4e+4 (-4)+(+4)=0
=+16e-1 (+16) + (- 1) =+ 15
=+ 8o -2 (+8)+(-2)=+6

Also kénnen wir schreiben: 9x2-18x-16 = (3x-8) (3x +2)

3. Anwendung in Gleichungen
Die Anwendung dieser Rechnungen in Gleichungen ist hdufig. Dabei muss man schrittweise vorgehen und sich nicht
durch die vielen Klammern und so weiter verwirren lassen. Zudem kommt hier die Auflésung von quadratischen
Gleichungen wieder zum Einsatz, wobei zu beachten ist, dass bei quadratischen Gleichungen zwingend eine Seite
= 0 sein muss und die andere Seite in Produktschreibweise. Dann kann man die einzelnen Faktoren herauspicken
und = 0 setzen und schon hat man die Lésungen (=» Fallunterscheidung). Quadratische Gleichungen haben immer
zwei Losungen (manchmal fallen diese aber zusammen.)

Beispiel:

(2x—4) (x + 6) = (x+7)(x+7)-57 1 Binomenprodukte ausrechnen (gem. Regel)

2x2+12x - 4x - 24 = X2+ 7x+7x+49-57 ! Ordnen und vereinfachen

2x2 + 8x — 24 = X2+ 14x -8 I! Da x2 nicht wegfillt, alles auf eine Seite > -x2; — 14x; + 8
-6x-16 =0 Il In Produktschreibweise verwandeln

(x-8)(x+2) =0 I' Klammern einzeln = 0 setzen (Fallunterscheidung)

x-8=0 > x=8

x+2=0 > x=-2 Lésungsmenge L = {-2, 8}
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/7 Aufgaben ,,Produkt von zwei Binomen / Trinome in Binome verwandeln®

o

Multipliziere aus:
a) (r+8)(s-11)=

b) (x+3)(x-8)=

c) (19y+3)(8-4y)=

d (x-2)(x+9)=

e) (4y-9)(6y+8)=

f) (a+4)(a+8)=

g9) (5s+3)(s-3)=

h) (c+5)(c-2) =

2. Verwandle die Trinome in ein Produkt von Binomen:
a) x2-3x+2=

b) x2—14x+49=

©) yi-y-72 =

d) 2¢+8x+6=

e) b2+3b-28=

f)  5x2+35x—90=

g) 16x2-32x+15=

h) m2-16m+55
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3. Bestimme die Losungsmenge jeder Gleichung beziiglich G = Q ﬁ
a) (x+5(x-7)=x(3+x)

b)  (x-2)(6x—17)= (2x~1) (3x- 13) fro)

0) (x+5)(x+5)-18=(x—4) (x+7) #D

d)  (x=5)(x=5)-3(x+1)=10
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2. Die drei Binomischen Formeln

(Das Quadrat einer Summe bzw. einer Differenz sowie die Differenz von zwei Quadraten)
Fir jede Art von Gleichungen, Operation mit Bruchtermen etc. musst du die drei Binomischen Formeln auswendig in alle
Richtungen kennen. Da geht nichts Uber Gben, Gben, (iben. Und wer genug gelibt hat, wird sich ab guten Noten und schnell
erledigten Hausaufgaben erfreuen konnen. So einfach kann Algebra sein....

Alle drei Formeln sind eigentlich ,nur* Spezialfélle der Multiplikation von zwei Binomen.

1. Binomische Formel: (a+b)z =(a+b)(a+bh) =a2+ab+ab+b? = a2+ 2ab + b2

+ab + ab zusammenfassen Aussen die Quadrate, innen das
doppelte Produkt von a und b.

2. Binomische Formel: (a=b)2 =(a-b (a-b) =a2—ab—ab+h? =a?-2ab + b?
-ab - ab zusammenfassen

Aussen die Quadrate, innen das
doppelte Produkt von a und b.

3. Binomische Formel: (@a-b)(a+b) =a2-ab+ab-b? =a%-b?
-ab + ab zusammenfassen Differenz von zwei Quadraten

Ubersicht iiber die drei Binomischen Formeln:  (a +b)? =a?+ 2ab +b? (1. Binomische Formel)
(a-b)? =a2-2ab +b? (2. Binomische Formel)

(a+b)(a-b)=az-b2 (3. Binomische Formel)

Beispiele:

a?-12a+36 =(a-6)? => Grund: Vorne und hinten Quadratzahlen (von a und von 6). In der Mitte das
Doppelte Produkt von a und 6, ndmlich2 e a e 6 = 12a.

Wegen dem — vor dem Mittelteil handelt es sich um die 2. Binomische Formel.

X2+ 14x+49 =(x+7)? => Grund: Vorne und hinten Quadratzahlen (von x und von 7). In der Mitte das
Doppelte Produkt von x und 7, ndmlich 2 e x @ 7 = 14x.

Wegen dem + vor dem Mittelteil handelt es sich um die 1. Binomische Formel.
25x2 - 81 =(5x +9) (5x -9) =>» Grund: Die Differenz von zwei Quadratzahlen (von 5x und von 9). Kein Mittel-
Teil. Somit ist es die 3. Binomische Formel.

(2x +4) (2x-4) =4x2-16 = Grund: Die beiden Klammern unterscheiden sich nur durch das Operations-
zeichen. Somit handelt es sich um die 3. Binomische Formel und man muss
die Differenz der beiden Quadrate (von 2x und von 4) bilden.

(5x + 3)2 =25x2+30x+9 =>» Grund: Es handelt sich um die 1. Binomische Formel. Somit muss man die
beiden Quadrate bilden (von 5x und von 3) und als Mittelteil das doppelte
Produkt (also 2 e (+5x) e (+3) = +30x) einfiigen

(7x -13)2 = 49x2 - 182x + 169 =>» Grund: Es handelt sich um die 2. Binomische Formel. Somit muss man die

beiden Quadrate bilden (von 7x und von 13) und als Mittelteil das doppelte
Produkt (also 2 e (+7x) ® (-13) = (-182x)) einfiigen.
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2. Verwandle die Trinome in ein Produkt von Binomen und notiere die Nummer der Binomischen Formel:

a)

(13 +y)2
(4d +2)2

(5a - 4c¢)?

(50+6¢) (5d - 6¢)

(14x - 13y) (14x - 13y)

(a8 —x\2)?
(5s +3)2
(3a-4c)2 =

(5d +2)2 =

(4h + 5i) (5 - 4h)

X2-4x+4

p2 - 2pv + V2
16r2 - 8r + 1
9u? + 30u + 25
g%-0,5q-0,36
144x2 - 225
19652 - 289
64a2b? - 9c?
9p2 +6p + 1

49x2 - 28x + 4

{j Aufgaben ,,Die Binomischen Formeln“

1. Multipliziere aus und notiere hinten die Nummer der Binomischen Formel.

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel

. Binomische Formel
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3. Lose die folgenden Gleichungen beziiglich G = Q und bestimme die Lésungsmenge. w
a) (x-52-(3-5x)=16

b) (x-4)(x+4)=(2-x)(x-8) ﬁ

C) y2-2(y+4p=(y-12-3y(y+2)

d) 18x=x2+81 @

e) x2+11x+18=0 ﬁg

N (2x—4) (x +6) = (x + 7)2 =57 Yo
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9 2(y+1)(y-7)=3(E-y)>-(2y)*+31

h) (x=5)2-3(x+1)=10 #

) By -2)(8y+2)+38y=(5y +3)(y+7)
4, Stelle eine Gleichung auf und l6se sie: m

a) \Vergrossert man eine Zahl um 11, so ist das Quadrat der neuen Zahl um 913 grosser als das Quadrat der
urspringlichen Zahl. Berechne die urspriingliche und die neue Zahl.

b)  Die Summe zweier Zahlen betrégt 45. Verkleinert man jede der beiden um 13, so betrégt die Differenz ihrer
Quadrate 133. Berechne die beiden Zahlen. ﬁ
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3. Kiirzen von Bruchtermen
Das gute alte Kirzen kommt wieder vor. Diesmal mit Binomen, mit Trinomen und mit all den bésen Dingen, die du
inzwischen gelernt hast. Doch das Kiirzen (oder besser die Regeln beim Kiirzen) haben sich nicht verandert. Es gilt nach

wie vor;

Kiirzen ist nur erlaubt, wenn Zahler und Nenner in Produktschreibweise stehen (= ,,Nur der Dumme
kiirzt die Summe*).

Fur die Umformung kdnnen wir binomische Formeln, das Ausklammern oder das Verwandeln von
Trinomen in ein Produkt von Binomen (mit Hilfe von Summe und Produkt der Zahlen) verwenden.

Beispiele:
Da nicht direkt aus der Summe gekiirzt werden darf, muss zuerst mittels
36y2+36y+9 (6y + 3)? =6y +3 der 1. Binomischen Formel im Zahler in Produktschreibweise
By +3 - By +3 =0y verwandelt werden. Erst jetzt darf bei gleichen Faktoren gekiirzt
werden.
} } } Da nicht direkt aus der Summe gekirzt werden darf, muss zuerst mittels
8—X2L8E2 = 8y(x2 22) = 8y(x - 2) = 1 Ausklammern gearbeitet werden. Anschliessend entdecken wir im
8x?%y - 8yz 8y(x-z%) ~ 8y(x-z)(x+z) (x+z) Nenner eine 3. Binomische Formel, kénnen diese in ein Produkt

3. Binomische Formel

O umschreiben und anschliessend gleiche Faktoren kiirzen.
3. Binomische Formel

(x2- y2)(x+y) (x+ Y)(X - y)(x+y) Hier entdeckgn yvir §chnel| die 3. Binpmische ForrrJeI im Zéhlgr, .
)2 = )2 =(x-y) verwandeln die in ein Produkt von Binomen und konnen bereits gleiche
(x+y) (x+y) Faktoren kirzen.

L,

2

b)

X2-12x + 36

36 - y2 .
3y2 + 36y + 108

4a2- 20ab + 25b2

Aufgaben ,,Kurzen von Bruchtermen*
1. Kiirze die Bruchterme so weit wie maglich. ﬁ

14x2y + 35xy?
21xy

[62‘9! =

az+3a

y2-11y 430 .
2y2- 6y - 36

18 - 3x =

2ac - 5bc
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4. Addition und Subtraktion von Bruchtermen
Es zeigt sich auch hier, wer in der Vergangenheit gut aufgepasst hat. Denn die ,alten” Themen kommen wieder. Und
darum bleibt auch hier der Theorieteil kurz, es geht nur ums ,Aufwarmen” der alten Dinge. Bei grundlegenden Fragen

kannst du im entsprechenden Dossier nachschauen (,Grundoperationen in Q*, 2. Sek)

Im Bereich ,Addition und Subtraktion von Bruchtermen* ist das Zauberwort
e Gleichnamigmachen
Nur: Wie geht das schon wieder?

) Die Voraussetzung fiir das Gleichnamigmachen ist, dass alle Nenner in Produktschreibweise vorliegen.

) Danach muss jeder einzelne verschiedene Faktor in den Hauptnenner aufgenommen werden (kgV der Nenner)
) Nun muss man noch die beteiligten Briiche entsprechend erweitern

d) und zum Schluss noch vereinfachen und kiirzen.

=>» Vorsicht vor den Vorzeichen (wenn also vor einem Bruch ein , — “ steht, so &ndert dieses Minus jedes einzelne
Vorzeichen im Zahler des nachfolgenden Bruches!)

O T QD

Dieser Bruch muss jetzt mit 2 erweitert werden, damit er den
N gleichen Nenner hat! Also Z&hler und Nenner erweitern!

Beispiele:

Tx 1y _ Tkx2y) Bx | 6x _12x 6 _18x _Ox

8t 8 T 8 oder 2y Y8y T8y Toy T8y "4y
\)

Damit die Briiche verglichen werden konnen, braucht es gleich
grosse Stiicke (=gleiche Nenner), also gleichnamig machen.

5x + 3 _ 25dx + Ba _ 6a+25dx = Im Nenner miissen alle verschiedenen Faktoren vorkommen, also
2ac  5cd = 10acd  10acd -~ 10acd die 2, die 5, a, ¢ und d. Das ergibt dann den Nenner 10acd. Ob du den
richtigen Hauptnenner hast, kannst du einfach tiberpriifen: Wenn du
aus dem Hauptnenner jeden einzelnen Nenner bilden kannst, ist es

richtig.
Zuerst alle Nenner als Produkt schreiben. Im letzten Jeden einzelnen Bruch mit den ,fehlenden* Faktoren
Nenner erkennen wir eine 3. binomische Formel! zum Hauptnenner erweitern.
3x X 4x _ _ 3 X 4x _ __3x(2x+5) X (2x-5) 4x
2%-5 T 2x+5 T4x2-25 T 2x-5 T 2x+5 T (2x-5)(2x+5) T (2x-5)(2x+5)  (2x - 5)(2x+5) " (2x - 5)(2x+5)
Jeden Zahler miissen wir jetzt ausrechnen / __bx2+15x 2x2\- px 4x
ausmultpiizeren ~ (2x- 5)(2x+5) \JJ(2x - 5)(2x+5) ~ (2x- 5)(2x+5)
Alles auf einen Bruchstrich schreiben, auf die Minus vor BXx2 + 15X - 2x2 + 5x - 4%
Briichen achten, die Vorzeichen im Zahler der = _ ¥
betreffenden Briichen beeinflussen. (2x - 5)(2x+5)
Vereinfachen, ausklammern. = 4x2 +16x - 4x (x + 4)
Kann ich noch kiirzen? (Hier nein, da keine gleichen (2x- 5)(2x+5) ~ (2x - 5)(2x +5)
Faktoren vorhanden sind!)
Notizen / Fragen?
ARéz/ 13.10.2006 Seite 12
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\4// Aufgaben ,,Addition und Subtraktion von Bruchtermen*

1. Forme die Terme so weit wie moglich um:

a) 2x 4 =
373

b) 6x3z 4x-3z =
2a = 2a

=
#
#2
#
A

f) 3x X 4x =
2X-5"2x+5 4x2-25

g _a-2 a-2 =
(a-4)2 a2-7a+12

h) m+ 2 . 3 =
m2-10m+24 m-4

) 2a-b _a-b b@3b-a) - &
2a-2b"3a+3b 3a2- 307 (ﬁ
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5. Multiplikation und Division von Bruchtermen
Ein weiteres, uns sehr bekanntes Thema. Auch hier gibt es Zauberworte / Vorgehenstipps:

Multiplikation von Bruchtermen:

Alle Zahler und alle Nenner als Produkt schreiben

Zahler mal Zahler (also Multiplizieren aller Zahler miteinander)
Nenner mal Nenner (also alle Nenner miteinander multiplizieren)
Allenfalls Kiirzen

Division von Bruchtermen:

Beispiele zur Multiplikation von Bruchtermen

Division heisst: Multiplikation mit der Kehrzahl = Also den Bruch NACH dem ,, : “ umkehren.
Dann alle Zahler und alle Nenner als Produkt schreiben
Zahler mal Zahler (also Multiplizieren aller Zahler miteinander)
Nenner mal Nenner (also alle Nenner miteinander multiplizieren)
Allenfalls Kiirzen

21az® . 22by? _ 21az3 e 22by? 3az? e 2y _ bazly
55b2y ~ 35z ~ 55b2ye35z ~  5pe5 = 25b
Zahler MAL Zéhler und Kiirzen (mdglichst vor dem Ausrechnen

Nenner MAL Nenner

Ausrechnen, erspart Arbeit)

4x + 4y o_2:C _4(x+y) . (@a-c) 4(xty)e(a-c) 2e(a-c) _2(ac)
9 Bx+6y 9 B(x+y) ~ 9eB(x+y) 9e3 27 \
Zahler und Nenner als Zahler MAL Zahler und Kiirzen (méglichst vor dem Ausrechnen (Produkt-

Produkt schreiben Nenner MAL Nenner Ausrechnen, erspart Arbeit)

schreibweise stehen lassen)

Beispiele zur Division von Bruchtermen

120a'mx3  24am?x _ 120a‘mx3  11b%y  120a‘mx3e11b%y 5a’x?eb _ 5ahx?

121by2 * 11b2y ~ 121by? ® 2damax ~ 121by2e24amzx  11yem  11my

\

Multiplikation mit Kehrzahl! Zahler MAL Zahler und Kiirzen (mdglichst vor dem
Nenner MAL Nenner Ausrechnen, erspart Arbeit)

Ausrechnen (Produkt-
schreibweise stehen lassen)

a2-9 a-3 _a-9 .a+4 _(a-3)(a+3) .(a+4)_(a-3)(a+3)0(a+4) _(@a+3) _a+3
a?-16 "a+4 ~a2-16  a-3 " (a-4)@a+t4) (a-3)  (a-4)(a+4)e(a-3) '(a-@<-4
Multiplikation mit Kehrzahl! Zahler und Nenner als Zahler MAL Zéhler und Kiirzen (méglichst vor dem

Nenner MAL Nenner

Produkt schreiben (hier 3.

Ausrechnen, erspart Arbeit)

Binomische Formel)!

Fir das Verwandeln in Produktschreibweise verwenden wir:
e Ausklammern

e Binomische Formeln (1, 2, 3)
e Trinome in ein Produkt von Binomen verwandeln (mit Hilfe von Summe und Produkt!)
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M Aufgaben ,,Multiplikation und Division von Bruchtermen*

1. Forme die Terme so weit wie moglich um:

a) atb a-b =

b) m-n 5m =

e) a-b2 10

X
82 *a-b

&

XyZ-X "Xy +X

g) -2a+1 _15¢ - (:%
10x2  °2a2-2 <=

h) 4a2-12a+9 4a2-9
a2-10a+25 a?-25

i) 4a2+20ab +25b2 2a+5b =
az-p? " a-b
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6. Gleichungen mit Bruchtermen
a) Gleichungslésung Grundidee

Zur Erinnerung: Gleichungen sind eine Art mathematisches Rétsel. Es geht darum herauszufinden, welche Zahlen du fir
die Unbekannte (Variable) einsetzen kannst, damit die Gleichung stimmt (also die Waage ausgeglichen steht). Du
suchst einen Zahlwert fiir x, welcher die rechte und die linke Seite der Gleichung gleichwertig macht.

Dazu musst du meistens ,umbeigen®, also die Variabelterme auf eine Seite bringen und die Zahlterme auf die andere
Seite. Bei all diesen Umstellungen ist es aber wichtig, dass du immer auf beiden Seiten der Gleichung die gleiche
Operation durchfiihrst, da sonst die Waage aus dem Gleichgewicht gerat (oder eben die Terme nicht mehr gleichwertig

sind).
Stell dir die Gleichung einmal als Waage vor.
/ ~
7~ ) A
& N
X +7 > B

damit die Waage im Gleichgewicht bleibt,
miissen auch hier 7x addiert werden.

3x+7+7x

10x + 7

10x+7-7

10x

10x : 10

X

sie einsetzen.
3¢5+7=57-75,also 15 + 7 = 57 — 35 oder besser gesagt 22 = 22.

b) Vorgehen zum Auflésen von Gleichungen

57 - 7x

Wir wollen die x auf die andere Seite schaffen,

also miissen wir hier 7x addieren! (Es stéren
die ,,-7x“ also miissen wir die Gegenoperation
+ 7x durchfiihren)

57 -7x +7x

o7

57 -7

50

50:10

Aligemeines Lésungsschema:

Termvereinfachungen (und alle Nenner als Produkt schreiben)
Multiplikation mit dem Hauptnenner

Termvereinfachungen

Isolieren der Lésungsvariable durch Aquivalenzumformungen.
Lésungsmenge angeben

aRkwh =

Sobald du aber multiplizierst, musst du jeden einzelnen Zahler links und rechts der Gleichung mit dem entsprechenden
Faktoren multiplizieren. Du erkennst diese einzelnen Stiicke daran, dass sie durch ein ,, + “ oder ein ,, - “ getrennt

sind.

Beim Auflésen musst du erst im letzten Schritt dividieren (teilen), und zwar durch die Zahl, die vor dem x steht.

Erinnerung zur Schreibweise der Lésungsmenge von Ungleichungen:

L={xe Q\x>34)

Also: x ist Element der Grundmenge fiir die gilt: x > 34 (oder einfach die letzte Zeile der aufgeldsten Ungleichung)
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b) Beispiele zu Gleichungen ohne die Losungsvariable im Nenner

X 2x =3B ! o HN (120)
1505 X) = 6003) i| Vereinfachen (Vorsicht bei Vorzeichen!)
75x — 80 + 40x = 60x + 48x — 24 I Vereinfachen
115x - 80 =108 x—24 Il -108 x
7x-80 =-24 Il +80
7x =56 h7
X =8 L={8
b) Beispiele zu Gleichungen mit der Losungsvariablen im Nenner
2 ?3)( = )):;g II Alle Nenner als Produkt schreiben
x(x8- 3) = #&3) I' Bestimmen der Definitionsmenge (siehe unten)
D=Q\{-3,0,3) A
o = ST 1o HN x(x— 3)(x + 3)
8(x +3) =X (x+6) Il Vereinfachen
8x + 24 = X2+ 6X Il Quadratische Gleichung - alles auf eine Seite also — 8x — 24
0 = Xx2-2x-24 Il Produktschreibweise (mit Hilfe von Produkt und Summe)
0 =(x+4)(x-6) I Jede Klammer einzeln = 0 setzen
X1 B 4 .
X2=+6 I Uberpriifen, ob die Losungen in der Definitionsmenge sind
L={-4,6

Definitionsmenge:

Die Definitionsmenge ist enorm wichtig, wenn die Losungsvariable im Nenner vorkommt. Der Grund dafiir ist schnell
erklart:
Eine Division durch Null ist nicht definiert.

- Wenn auch nur ein Nenner in der urspriinglichen Gleichung durch die gefundene Lésung (x) zu Null wird, ist die ganze
Gleichung nicht mehr definiert.

Diesem Problem beugt man vor, in dem man von Vornherein gewisse Losungsmaglichkeiten ausschliesst, die
Grundmenge um die ,nicht erlaubten® Losungen verkleinert. (Diese ,verkleinerte Grundmenge“ heisst
Definitionsmenge)

Bestimmung der Definitionsmenge (im obigen Beispiel):
e Jeden einzelnen Nenner fiir sich betrachten:

Folgende Nenner kommen vor: ~ x (x—3) und (x=3)(x+3)
. Uberlegen, welches ,x“ den einzelnen Nenner zu Null macht (also die Nenner = 0 setzen):
Xx(x-3)=0 und (x=-3)(x+3)=0
e Die Lésungen dieser Uberlegung miissen anschliessend aus den méglichen Lésungen ausgeschlossen werden.
x(x=3)=0 und (x=3)(x+3)=0
Lésungen: Ldsungen: Fir die Gleichung kommen also die
x=0undx=+3 x=-3undx=+3 Losungen 0, - 3 und + 3 nicht in Frage!
Die Definitionsmenge wird so geschrieben (aus dem obigen Beispiel):
ID = Q \ {'3 ) 0, 3)
Definitionsmenge Grundmenge || ,ohne“ | |hier folgen alle ,,ausgesc'hlossenen“ Méglichkeiten fir x,
(hierist G = Q) da diese jeweils einen der Nenner zu Null werden lassen.
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Bei Gleichungen mit der Lésungsvariable im Nenner kommen zudem noch die zwei Begriffe ,Gewinn- und
Verlustumformung” vor. Die ,Gewinnumformung” bedeutet, dass bei der Multiplikation mit der Lésungsvariable
zusatzliche Losungen gewonnen werden, die eigentlich keine Losungen der urspriinglichen Gleichung sind.

Bei der Division durch die Lésungsvariable dagegen findet eine ,Verlustumformung“ statt, das bedeutet, dass
dabei Losungen der urspriinglichen Gleichung verloren gehen kdnnen.

Aus diesem Grund ist die Probe bei solchen Gleichungen (Lésungsvariable im Nenner, Wurzelgleichungen)
zwingend notig.

Allgemeines Lésungsschema fiir Gleichungen mit der Losungsvariablen im Nenner:
Definitionsmenge bestimmen (jeden Nenner = 0 setzten und Lésungen ausschliessen)
Termvereinfachungen (und alle Nenner als Produkt schreiben)

Multiplikation mit dem Hauptnenner

Termvereinfachungen

Isolieren der Lésungsvariable durch Aquivalenzumformungen.

Gefundene Lésungen mit der Definitionsmenge vergleichen und Probe machen
Lésungsmenge angeben.

Noeoogokwh=

Die Punkte 1 und 6 sind neu, der Rest ist identisch zum Lésungsschema aller bisher bekannten Gleichungen.

c) Beispiele zu Wurzelgleichungen
Vorbemerkung:

Die Quadratwurzel aus einer Zahl r (r>0) istz = \/7

Die Wurzel aus einer negativen Zahl ist fiir uns nicht bestimmbar. Die Aufgabe~/— r ist unldsbar.

Wenn wir eine Wurzel ziehen, erhalten wir immer zwei Losungen! (Die Zahl und ihre Gegenzahl), denn
V4 =42 weil (-2) » (2) =2 0 2=4. Also gilt: \r =+z

Beispiel:

2+ /x =x 1,

Jx=x-2 Il Quadrieren Achtung, GEWINNUMFORMUNG!

X = (x-2)? I Vereinfachen

X=x2—4x+4 I - X

0=x2-5x+4 I' Produktform suchen

0= (x-1) (x-4) I' Fallunterscheidung, weil Produkt = 0, wenn mind. ein Faktor = 0
Fall1: x-1=0->x=1

Fall2: x-4=0-> x=4 Mégliche Lésungen: 1, 4

Probe machen! (Einsetzen der gefundenen Lésungen in die urspriingliche Gleichung 2 + \/;( =X
Losung 1:x=1: 2 +\ﬁ =1 =» 2+1="1istfalsch. (1 ist also keine Losung)
Lésung2: x=4:2 + \/Z =4 = 2 +2=4istrichtig. (4 ist also Losung)

Lédsungsmenge angeben: IL={4}

Quadrieren ist eine Gewinnumformung (Multiplikation mit der Ldsungsvariablen). Darum muss immer die Probe gemacht
werden!

Lésungstechnik fiir Wurzelgleichungen:
Isolieren des Wurzelterms (durch Aquivalenzumformungen) = Wurzelterm muss alleine stehen!
Quadrieren beider Seiten (Vorsicht, Klammern setzen!)

Wurzelfreie Gleichung l6sen (Geméss bisher bekanntem Schema)

PROBE machen
L&sungsmenge angeben

arwObN -~
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Ty
«
\é// Aufgaben ,,Gleichungen in Q (mit und ohne Lésungsvariable im Nenner, Wurzelgleichungen)”

1. Lose die folgenden Gleichungen / Ungleichungen ohne die Lésungsvariable im Nenner. Bestimme die

Losungsmenge (G = Q).

#

a) x*5 1-x _
; ~ 6 4

b) 3x-19 x _X-
15 18 N

¢) X _x-7

d) 2x-5 3¢ @2@
3 2

Repetitionsdossier Algebra in Q.doc

ARé&z/ 13.10.2006

Seite 19



INGP®
+
SN

2. Lose die folgenden Gleichungen / Ungleichungen mit der Losungsvariable im Nenner. Bestimme zuerst die

Definitionsmenge, danach die Losungsmenge (G = Q). ﬁ
a) 16 _
X + X - 3 - 13
) 4 , 5 _15 Y
x+2 Txe-4 Tx-2 )

Repetitionsdossier Algebra in Q.doc A.R&z/ 13.10.2006 Seite 20



c) _x x __ 3
X+2  x+3 T x2+5x+6

w
bad
1
—_
1
w [N

12
<
0N
=
>
0N
N =
%

) x-7 ) X-3 =9 Eé@
x+5 2x+10
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8 4

y2+4y-5 - y2+7y+10

3. Lose die folgenden Wurzelgleichungen und bestimme die Losungsmenge (G = Q).

a) 4x+5=x+8

b) 4R[x +1)=x+8
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4. Stelle eine Gleichung auf und lése sie anschliessend (G = Q). Antworte in einem Satz.
a) Zahler und Nenner eines Bruches verhalten sich wie 3:5. Subtrahiert man von Zahler und Nenner je 39, so erhélt
man einen Bruch vom Wert —%. Berechne den urspriinglichen Bruch. ﬁ

b) In einem Basketballspiel betragt die Punktedifferenz% der Punkte des Verliererteams. Hatten die Verlierer nur
vier Flinftel ihrer Punkte erzielt, so betriige die Differenz sogar ganze 33 Punkte. Wie lautete der Punktestand

zum Spielende?
2

c) Bei einer zweistelligen Zahl ist die Zehnerziffer um 3 kleiner als die Einerziffer. Die Quersumme der Zahl betragt
2 der Zahl selber. Wie heisst die Zah ?
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d) Dividiert man 5 durch eine Zahl, erhalt man gleich viel, wie wenn man 8 durch eine Zahl dividiert, die um 6
kleiner ist als die Unbekannte. Wie heisst die unbekannte Zahl?

e) Wenn man vom Doppelten der Wurzel der Zahl das Dreifache dieser Zahl subtrahiert, erhélt man die Zahl selbst

#
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